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1. Introducao

Apresentam-se definicoes e resultados bésicos da teoria dos grafos e comple-
xidade computacional.

Em 2 introduzem-se conceitos e propriedades elementares da teoria dos
grafos, com énfase para a terminologia e metodologia decorrentes da teoria dos
emparelhamentos. A teoria dos emparelhamentos ocupa um lugar de relevo na
teoria dos grafos. E pois frequente os livros sobre grafos reservarem partes sub-
stanciais a exposicao desta teoria. No entanto, como referéncias gerais da teoria
dos emparelhamentos citam-se [La], [GM], [NW], [LP] e [Pu]. As trés primeiras
referéncias prendem-se principalmente com as questoes algoritmicas e as duas
ultimas recaiem fundamentalmente sobre os aspectos tedricos. Uma interessante
perspectiva histérica do desenvolvimento desta teoria estd incluida em [LP].

Em 3 apresenta-se uma breve introducao a teoria da complexidade computa-
cional, focando principalmente os aspectos ligados a dificuldadede resolucao de
problemas. Por simplicidade optou-se por utilizar certos conceitos cujos signifi-
cados poderao ser eventualmente considerados um tanto imprecisos, em lugar
do formalismo subjacente a teoria da computacao necessario para atribuir a
esses conceitos definicoes matematicas rigorosas. Para definigoes precisas desses
conceitos citam-se [AHU] e [GJ], e para exposi¢des gerais mais detalhadas so-
bre a teoria da complexidade, para além das referéncias ja apontadas, citam-se
também [PS] e [JP1].

2. Grafos

Um grafo (nao orientado) é um par G = (V, E), em que V é um conjunto
finito e nao vazio e F uma coleccao de subconjuntos de cardinalidade 2 de
V. Os elementos de V' chamam-se vértices e os elementos de E as arestas do
grafo. Utiliza-se n para denotar a cardinalidade de V. Note-se que com esta
defini¢ao de grafo impede-se a ocorréncia de lacetes, i.e., arestas do tipo [v,v],
mas permite-se a repeticao de elementos em E. No entanto, nao se dizendo nada
em contréario, poder-se-a considerar que tal nao acontece e portanto falar-se de
FE como sendo o conjunto das arestas do grafo. Quando houver necessidade de
considerar arestas repetidas, explicita-se este facto dizendo que G é um multi-
grafo, embora por comodidade se continue a referir a £ como sendo o conjunto
das arestas do grafo. Se e = [v,u] é uma aresta do grafo G, diz-se que e cobre
ou ¢é incidente em v e u, que v € u Sao os vértices extremos de e, e que v e u sao
adjacentes. Dado um vértice v, chama-se grau de incidéncia de v, e representa-
se por d,(E), ao nimero de arestas incidentes em v. Um caminho no grafo G é
uma sequéncia de arestas do tipo

P = ([ijvjz]’ [’UjZ’UjS]? ) [th—17vjt])'

Os vértices vj, e vj;, sao os vértices extremos do caminho P. Diz-se que P liga
vj, e vj,. Se todas as arestas do caminho sdo distintas, diz-se que o caminho
é simples. Se cada vértice nao ocorre mais do que uma vez, o caminho diz-se
elementar. O comprimento de um caminho é o niimero de ocorréncias de arestas



no caminho. Dados dois vértices v, u incluidos no caminho P, a distancia de v a
u, relativamente a P, é o comprimento do subcaminho de P que liga v a u. Um
ciclo é um caminho elementar com uma aresta incidente nos vértices extremos
do caminho. O comprimento de um ciclo é o ntimero de arestas do ciclo. Um
grafo sem ciclos diz-se aciclico. Um ciclo é hamiltoniano se incluir todos os
vértices do grafo. Um grafo é hamiltoniano se contiver um ciclo hamiltoniano.
Um grafo G = (V, E) diz-se completo se todo o par de vértices for adjacente.
Num grafo completo |E| = n(n —1)/2. Um grafo diz-se bipartido se existir uma
particao de V nos conjuntos Vi, Vs, de tal modo que todas as arestas de G
tém um vértice extremo em V; e outro em V5. Os conjuntos Vi, Vo chamam-se
as classes de biparticao de G. O resultado que em seguida se enuncia é uma
caracterizagdo bem conhecida de grafos bipartidos (a demonstragdo pode ser
vista por exemplo em [Ha] ou [Chl]).

proposicao 1 Um grafo é bipartido sse nao contem ciclos de comprimento
impar.

Se G e G’ sao dois grafos, e os vértices e arestas de G’ sdo também vértices e
arestas de G, entao diz-se que G’ é um subgrafo de G. Dado um subconjunto V'
de vértices do grafo G, representa-se por E(V') o conjunto de todas as arestas
de G que tém ambos os vértices extremos em V. O subgrafo de G, (V', E(V")),
chama-se subgrafo induzido por V'. Se E’ é um subconjunto de arestas do grafo
G, V(E') denota o conjunto dos vértices cobertos pelas arestas de E’. Um
subgrafo de G, cujo conjunto de arestas é E’, diz-se subgrafo de suporte de
G, se V(E') = V. Um conjunto A diz-se mazimal relativamente a uma certa
propriedade, se a propriedade for valida para A, mas nao for valida para todo
o conjunto diferente de A que contenha A. Um grafo é conero se existir um
caminho a ligar qualquer par de vértices. Uma componente conera de um grafo
é um subgrafo conexo maximal. Uma floresta é um grafo aciclico. Uma drvore
é uma floresta conexa. Facilmente se verifica (ver por exemplo [Ha]) que

proposicao 2 Dado um grafo G, as seguintes afirmacoes sao equivalentes:

a) G é uma arvore.

b) Existe um tnico caminho a ligar qualquer par de vértices de G.
c) G é conexo e tem n — 1 arestas.

d) G é aciclico e tem n — 1 arestas.

e) G é aciclico e se se ampliar o conjunto de arestas de G com uma
aresta que ligue qualquer par de vértices nao adjacentes em G, o
grafo resultante contem um unico ciclo.

Dado um grafo G, uma floresta que seja subgrafo de G é uma floresta de G.
Uma arvore que seja subgrafo de G diz-se uma drvore de G. Por vezes chama-se
a um subconjunto T' de arestas de G uma floresta ou uma arvore de G. Quer-se
com isto dizer que (V,T') é uma floresta de G, ou que (V(T'),T') é uma arvore de
G. Assim, T diz-se uma k-floresta de G se é uma floresta de G com exactamente



k arestas. T' é uma drvore de suporte de G se T é uma drvore de G e V =V (T)).
Uma cobertura dos vértices do grafo G é um conjunto T' de arestas de G tal
que V = V(T). Note-se que uma cobertura dos vértices de um grafo por uma
arvore, é uma arvore de suporte do grafo e que uma cobertura por um ciclo é
um ciclo hamiltoniano. Um emparelhamento de um grafo G é um conjunto de
arestas de G tais que cada vértice nao é coberto por mais do que uma aresta.
Um emparelhamento de G é mdzimo se for de maxima cardinalidade. O nidmero
de emparelhamento de G, usualmente representado por v(G), é a cardinalidade
de um emparelhamento méximo de G. Um emparelhamento é perfeito se cobre a
totalidade dos vértices de G. Uma cobertura dos vértices de G diz-se minima se
for a cobertura de cardinalidade minima. O ndmero de cobertura de G, denotado
por p(G), é a cardinalidade de uma cobertura minima de G. Os ntmeros de
emparelhamento e de cobertura de um grafo estao relacionados pela seguinte
expressao, a que Lovdz e Plummer [LP] chamam uma das identidades de Gallai:

proposicao 3 Se G nao tem vértices isolados (i.e., vértices com grau de in-
cidéncia 0), entao v(G) + p(G) = n.

Dado um emparelhamento M de G, um caminho alternado relativamente a
M é um caminho elementar do grafo G, em que as arestas pertencem alternada-
mente a E— M e M. Um caminho alternado diz-se de aumento se ligar vértices
nao cobertos por M. Note-se que se AP é um caminho alternado de aumento
relativamente ao emparelhamento M, M @ AP, em que & denota a diferenga
simétrica de conjuntos, é um emparelhamento de G de cardinalidade |M| + 1.
O teorema que se enuncia em seguida, provado independentemente por Berge
[Be] e Norman e Rabin [NR], é uma caracterizagio de emparelhamento méximo
de um grafo.

teorema 1 Um emparelhamento M de G é maximo sse nao existirem em G
caminhos alternados de aumento relativamente a M.

Este resultado foi transformado por Edmonds [Ed1] num algoritmo polino-
mial para a determinagdo do emparelhamento méaximo de um grafo. A car-
acteristica essencial do algoritmo é a de contrair determinados conjuntos de
vértices de cardinalidade impar. Mais precisamente, o algoritmo explora o
seguinte resultado [Ed1]:

proposicao 4 Seja M um emparelhamento do grafo G e C' um ciclo de car-
dinalidade 2p + 1, tal que [M NC| =pe |[V(M)NV(C)| = 2p. Seja G’
o grafo resultante de G pela contracgao de V(C) (i.e., da substituigio de
V(C) por um tnico vértice). M — (M NC') é um emparelhamento méximo
de G’ sse M é um emparelhamento méximo de G.

A maioria dos algoritmos mais eficientes para a determinacdo do empare-
lhamento méximo, como por exemplo os algoritmos de Lawler [La], Gabow [Ga]
e Even e Kariv [EK], utililizam o resultado anterior. O algoritmo de Edmonds
[Ed1] é de complexidade O(n?) e os de Lawler [La] e Gabow [Ga] sio ambos
de complexidade O(n?). O algoritmo de Even e Kariv [EK], que generaliza



ao caso de grafos ndo bipartidos o algoritmo de Hopcroft e Karp [HK], tem
complexidade O(n?%).

Considere-se agora um vector ¢, de componentes reais, definido sobre o con-
junto das arestas do grafo G, i.e., uma funcao ¢ : E — IR. Este vector, que
poderd ser utilizado com diferentes interpretacgoes, é designado genericamente
por wvector de custos. A soma dos custos dos elementos de um subconjunto T’
qualquer de arestas de G, é o custo de T e representa-se por ¢(T'). Com um tal
vector ¢ definido sobre as arestas de G, podem-se agora estabelecer problemas
de optimizacao combinatdria mais gerais do que os problemas respeitantes a
subconjuntos de arestas de G. Suponha-se por exemplo que se pretende de-
terminar o emparelhamento méximo de um grafo. Facilmente se verifica que
este é um caso particular do problema de optimizacao que consiste em deter-
minar o emparelhamento de custo maximo de um grafo, com custos definidos
sobre asarestas. De facto, dado um grafo GG, construa-se um grafo completo G,
com o mesmo conjunto de vértices de GG, e atribua-se a cada aresta deste novo
grafo o custo 1 ou 0, consoante a aresta esteja ou ndo em G. E ébvio que o
emparelhamento maximo de G é o conjunto de arestas de G que ocorrem no
emparelhamento de custo méaximo de G’. Exemplos de problemas cldssicos de
optimizagao combinatéria formulados em termos de grafos com custos definidos
sobre as arestas sao: a determinacao da arvore de suporte, do emparelhamento
perfeito e do ciclo hamiltoniano de custos minimos. O primeiro destes proble-
mas é um dos mais faceis de optimizagao combinatoéria e existem algoritmos
de resolucido de complexidade O(n?) [P1], [Di]. Para o segundo problema, que
¢ bastante mais envolvente que o anterior, foi Edmonds [Ed2] quem primeiro
estabeleceu um algoritmo polinomial. Utilizando a teoria da dualidade em pro-
gramagcao linear e o seguinte poliedro

P(M) = {z e RIEI .

Z Te=1 YveV
eck,
S|—1
Z ze§| ‘2 VS CV, |S| > 3 impar
e€E(S)
T, >0 Ve € E},

em que F, representa o conjunto das arestas incidentes em v, que obviamente
inclui os vectores 0-1 de incidéncia associados aos emparelhamentos perfeitos
do grafo G = (V, E), Edmonds [Ed2] apresentou um algoritmo de complexidade
O(n*) para o emparelhamento perfeito de custo minimo, que prova que

teorema 2 Os vértices do poliedro P(M) sdo exactamente os vectores 0-1 de
incidéncia associados aos emparelhamentos perfeitos do grafo G.

Posteriormente foram desenvolvidos algoritmos mais eficientes para a deter-
minacao do emparelhamento perfeito de custo minimo. Por exemplo os algori-
tmos de Lawler [La] e de Cunningham e Marsh [CM], de complexidade O(n?),
e de Ball e Derigs [BD], de complexidade O(n|E|logn). Para o tdltimo daqueles



trés problemas combinatoérios, usualmente designado por problema do caixeiro
viajante, nao sao conhecidos algoritmos polinomiais e o facto de se tratar de um
problema NP-hard é normalmente assumido como uma constatagao da impossi-
bilidade de tais algoritmos se virem a estabelecer. Mas é precisamente este tipo
de questoes que se vai considerar de seguida.

3. Complexidade Computacional

Seja m uma propriedade definida sobre um conjunto O, de objectos ma-
tematicos de representagao finita e suponha-se que os elementos de O, estao
representados, de forma sucinta, como sequéncias de simbolos extraidos de um
certo alfabeto finito ¥ com mais do que um simbolo, por exemplo o alfabeto
{0,1}. Os elementos de O chamam-se as ocorréncias de w. Dizer que as
ocorréncias estao representadas de forma sucinta significa que se utilizou um
esquema de representacao para O, tal que a representacao de cada ocorréncia
nao inclui ”excessiva” informacao irrelevante. Uma vez as ocorréncias assim rep-
resentadas, tem-se definida uma funcéo | |x : Or — Z", que a cada ocorréncia
o faz corresponder o nimero |o|y de ocorréncias de simbolos do alfabeto ¥ na
representagao de o.

Uma funcgdo | | : O — ZT chama-se comprimento ou tamanho se estiver
polinomialmente relacionada com a fungao | |z, i.e., se existirem dois polinémios
p e p' tais que, Vo € O, |o] < p(|o[s) e |o|s < p/(|o]).

Suponha-se por exemplo que as ocorréncias séo grafos. Um grafo G = (V, E)
pode ser representado de forma sucinta, por exemplo a partir da matriz de
adjacéncia, por |V|? +|V| ocorréncias de sfmbolos do alfabeto {0, 1, &}, em que
se utiliza o simbolo & para assinalar o fim de cada linha da matriz. Assim pode-
se dizer que o tamanho de um grafo é |V|, o niimero de vértices. Dado que, nao
havendo vértices isolados, |V|/2 < |E| < |V|(|[V| — 1)/2, pode-se igualmente
definir tamanho de um grafo como sendo |E|, o nimero de arestas do grafo.
Se as ocorréncias fossem numeros inteiros positivos, poder-se-ia dizer que o
comprimento de uma ocorréncia n é logn, pois numa representagao sucinta de
um inteiro n, ocorrem [logn] simbolos do alfabeto {0, 1}, em que [z] denota o
menor inteiro que é maior ou igual do que x.

Uma propriedade 7 define uma parti¢ao do conjunto O, nos conjuntos SIM
e NAO,.. SIM, é o conjunto das ocorréncias afirmativas de m, i.e., dos elementos
de O, para os quais a propriedade 7 é valida e NAO, = O, —SIM,. é o conjunto
das ocorréncias negativas de m. O problema associado a 7, representado por Py,
é o problema de decidir sobre 7, i.e., dado uma ocorréncia qualquer o € O,
decidir correctamente se 0 € SIM,; ou 0 € NAO,. Aqui consideram-se apenas
propriedades 7 para as quais existem algoritmos que resolvem P;.

Seja m uma propriedade e A um algoritmo para P,. Para cada ocorréncia
0 € O, A responde correctamente ”sim” ou ”"nao”, consoante o € SIM, ou
0 € NAO,, ao fim de N4 (o) operagoes elementares. E usual assumir que cada
operacao elementar é realizada numa unidade de tempo. Assim diz-se que, com
a ocorréncia o, A responde ”sim” ou "nao” em tempo N 4(0), exprimindo o facto
de A realizar N 4(0) operagoes elementares até emitir uma resposta. Define-se



complezidade de um algoritmo A como sendo uma funcdo C4 : ZT — Z*, em
que C4(n) é o nimero de operagoes que A realiza com a ”pior” ocorréncia de
comprimento n, i.e., C4(n) = max{Ns(o) : 0 € O, e |o] = n}. Dadas duas
fungdes f,g : Zt — R, f(n) diz-se O(g(n)) e escreve-se f(n) = O(g(n)), se
existir uma constante A > 0 tal que, para valores de n a partir de uma certa
ordem, f(n) < A g(n). Um algoritmo A é polinomial se existir um polinémio
p tal que C4(n) = O(p(n)). Um algoritmo néo polinomial diz-se exponencial.
Chama-se P ao conjunto dos problemas de decidir sobre propriedades, para os
quais existem algoritmos polinomiais de resolugdo. Edmonds [Ed1] propds a
utilizagao do atributo "bom” para os algoritmos polinomiais, o que de alguma
forma vem ao encontro do conceito de valor que do ponto de vista préatico se
faz relativamente a aplicabilidade dos algoritmos. De facto, a utilizacao de al-
goritmos exponenciais, que mais nao sao do que versoes de métodos de pesquisa
exaustiva, é normalmente limitada a ocorréncias de comprimentos reduzidos.
Para certas ocorréncias, mesmo de comprimentos razoaveis, a utilizagao destes
algoritmos é totalmente impraticavel. Dai ser costume chamar intrataveis os
problemas que apenas admitem algoritmos exponenciais. Por outro lado, é
comum, ao estabelecer um algoritmo polinomial para a resolugao de um prob-
lema, dizer-se que o problema fica ”bem resolvido”. Se é certo ser duvidosa a
utilizacao pratica de algoritmos, que apesar de polinomiais, tenham complexi-
dades do tipo, digamos n'%9, constata-se que, de uma forma geral, os graus dos
polinémios que majoram as complexidades dos algoritmos polinomiais estabele-
cidos para a resolugao de problemas relevantes nao sao superiores a 5 ou 6, sendo
praticaveis para a maior parte das ocorréncias com que normalmente se depara
em situagoes reais. Utilizando esta terminologia, pode-se pois definir P como
sendo o conjunto dos problemas de decidir sobre propriedades, que admitem
”bons” algoritmos.

Uma propriedade 7 diz-se NP, se existir um polinémio p e um algoritmo A tal
que para toda a ocorréncia o € O, o € SIM; sse existir um objecto matematico
¢(0) (o certificado) tal que com o input (o, ¢(0)) o algoritmo A responde ”sim” em
tempo nao superior a p(|o|). Note-se que desta definigdo nao decorre, pelo menos
directamente, a existéncia de algoritmos polinomiais para os problemas de de-
cidir sobre propriedades NP. A defini¢ao apenas estabelece que toda a ocorréncia
afirmativa pode ser certificada por um algoritmo polinomial, no comprimento da
ocorréncia, desde que uma determinada informagao adicional (o certificado da
ocorréncia), cuja existéncia é assegurada, seja fornecida. Note-se que, uma vez
que p(|o|) é um majorante do nimero de operagoes que o algoritmo realiza até
se certificar de que a ocorréncia o é de facto afirmativa, obviamente o nimero
de sfmbolos utilizados na representagio do certificado ¢(0) ndo poders ser maior
do que p(|o]). Dai ser usual dizer-se que as propriedades NP sdo sucintamente
certificaveis. Muitas propriedades interessantes sao propriedades NP. Por ex-
emplo ser hamiltoniano ou ter um emparelhamento perfeito sao propriedades
NP, definidas sobre o conjunto dos grafos. Dado um grafo G = (V, E) hamilto-
niano (ou que contenha um emparelhamento perfeito), um ciclo hamiltoniano C'
(um emparelhamento perfeito M) do grafo constitui um certificado sucinto do
facto de G ser hamiltoniano (conter um emparelhamento perfeito). E possivel



estabelecer um algoritmo que, a partir de G e C' (M), responda ”sim” apds se
certificar de que C' (M) é de facto um ciclo hamiltoniano (um emparelhamento
perfeito) de G. Um tal algoritmo poderd ser obviamente definido de forma a
que nao mais do que O(|E|) operagoes sejam realizadas até emitir a resposta
”sim”. Dado que o tamanho do grafo G ¢é |E|, com G e C (M) o algoritmo
responde "sim” em tempo polinomial no tamanho da ocorréncia.

H4 propriedades NP que negadas sao também propriedades NP. Por exemplo
a nao existéncia de um emparelhamento perfeito é também uma propriedade
NP. De facto, o teorema de Tutte [Tul,Tu2] ao estabelecer que um grafo G =
(V,E) tem um emparelhamento perfeito sse C;(G — S) < |[S|, VS C V, em
que C;(G — S) denota o numero de componentes conexas fmpares (com nimero
fmpar de vértices) do subgrafo de G induzido por V — S, mostra que a nao
existéncia de emparelhamento perfeito é também uma propriedade NP. Se um
grafo G = (V, E) ndo contem um emparelhamento perfeito, entao vai existir um
subconjunto de vértices S, tal que C;(G—S) > |S|. Pode-se portanto estabelecer
um algoritmo que, a partir de G e S, responda ”sim” apds se certificar de que
S é de facto um subconjunto dos vértices de G e de que C;(G — S) > |S]. Um
tal algoritmo podera obviamente ser definido de forma a que a resposta ”sim”
seja emitida ao fim de ndo mais do que O(|E|) operagoes terem sido realizadas.

Uma propriedade NP cuja negacao é também propriedade NP diz-se bem
caracterizada. Um teorema estabelecendo a equivaléncia de uma propriedade
NP com a negacao de outra propriedade NP diz-se uma boa caracterizagao.
O teorema de Tutte é pois uma boa caracterizagao da existéncia de empare-
lhamentos perfeitos. Uma boa caracterizagao é genericamente enunciada do
seguinte modo: o € O, verifica 7 sse o/ € O,/ nédo verifica 7', sendo w e 7’
ambas propriedades NP.

Note-se que, dado que 7 é propriedade NP, toda a ocorréncia afirmativa de
7 é sucintamente certificivel. Por outro lado, uma vez que qualquer ocorréncia
negativa o de m corresponde a uma ocorréncia afirmativa o’ de 7’ e, como 7’ é
propriedade NP, é portanto também sucintamente certificavel.

H4 no entanto um grande ntimero de propriedades NP que tém resistido ao
estabelecimento de boas caracterizacoes. Ha mesmo um consenso generalizado
sobre a existéncia de propriedades NP que nao admitem boas caracterizagoes,
i.e., que quando negadas deixam de ser NP. Por exemplo nao é de forma alguma
evidente que, dado um grafo G nao hamiltoniano, exista um certificado tal que,
com G e esse certificado, se possa vir a estabelecer um algoritmo que, em tempo
polinomial no tamanho de G, se certifique de que G nao é hamiltoniano. De
facto, é amplamente conjecturado que nao ser hamiltoniano nao é propriedade
NP. Chama-se co-NP as propriedadesque resultam da negacao de propriedades
NP. UtilizandoNP e co-NP para denotar os conjuntos de problemas de decidir
sobre propriedades NP e co-NP, respectivamente, a conjectura estabelece pois
que NP=#co-NP.

H& alguns resultados ébvios que relacionam P, NP e co-NP. Por exemplo,
uma forma polinomial de decidir correctamente ”sim” ou ”"nao” relativamente
a uma propriedade 7, é simultaneamente uma forma polinomial de certificar,
para toda a ocorréncia afirmativa de m, que de facto é afirmativa e, para toda a



ocorréncia negativa, de que de facto é negativa. Por outras palavras,
proposicao 5 P C NP N co-NP.

Por outro lado, tendo em conta que ao decidir polinomialmente sobre uma pro-
priedade NP esti-se também a decidir polinomialmente sobre a negagao da
propriedade, tem-se que

proposicao 6 Se NP+#co-NP, entao P#NP,

i.e., é pelo menos tao seguro trabalhar sobre a conjectura P£ZNP, do que sobre
NP+#co-NP.

Admitindo que a conjectura P#NP é vélida, em NP figuram simultanea-
mente problemas intrinsecamente ”dificeis”, os que nao admitem algoritmos
polinomiais, e problemas ”faceis”, os que pertencem a P e para os quais existem
”bons” algoritmos. Pode-se pensar estabelecer em NP uma hierarquia relati-
vamente a dificuldade de resolucao dos problemas. Por outras palavras, dados
dois problemas P, e P, de NP, atribuir significado a expressoes do tipo: 7 P,
é tao "dificil” quanto P,/”, ou ” Py é pelo menos tao ”dificil” quanto P,”, ou
ainda ” P, é mais "facil” do que P.”. Neste sentido, torna-se ttil a nogao de
transformagao polinomial entre problemas.

Sejam 7 e 7’ duas propriedades e Py, Py 0s respectivos problemas de decidir
sobre elas. Diz-se que Py é polinomialmente transformdvel em Py, e escreve-se
P, o« P/, se existir uma funcao f: O, — O, tal que

a) Yo € Oy, f(o) obtem-se em tempo polinomial no comprimento de o;
b) Vo € O, o € SIM, sse f(0) € SIM,.

Note-se que se P, «x P/, entao qualquer algoritmo para P, podera ser utilizado,
com adicionalmente um nimero polinomial de operagoes (o tempo de converter
o em f(0)) no tamanho da ocorréncia o de m, para resolver o problema P.
Traduz-se este facto dizendo que P,/ é pelo menos tao ”dificil” quanto Pi.

Considerem-se, por exemplo, as propriedades existéncia de emparelhamento
perfeito em grafos (EEP) e realizacdo de expressoes booleanas na forma con-
juntiva normal (REB). Uma expressao booleana na forma conjuntiva normal
é um agrupamento de cldusulas ligadas pelo operador légico conjuncao. Uma
cldusula é uma expressao que envolve varidveis booleanas e os operadores dis-
jungao e negagao, sendo desnecessario o uso de parénteses. A expressdo diz-se
realizavel se existir uma afectagao de valores verdade-falso sobre as variaveis
que a torne verdadeira.

Pode-se facilmente verificar que Pggp < Prgp. Dado um grafo qualquer
G = (V,E), associe-se a cada aresta [v,u] de G a varidvel booleana i, ) e
interprete-se o valor verdade afecto a varidvel z, ,; como sendo a escolha da
aresta [v, u]. Para cada vértice v de G definam-se as seguintes cldusulas:

CO = ('T[v,vl] vV I[U,Uz] V..V x[’U;'Ut]);

(f[v’vi] \/E[vﬂ,j]),com 1i=1,..,t—1, eji=1+1,...,1,



em que vy, ..., Uy Sa0 0s vértices adjacentes a v, V representa o operador disjungao
e T a negacao de x.

A cldusula Cy assume o valor verdade sse pelo menos uma das arestas in-
cidentes em v for escolhida. A expressdo resultante de ligar pela conjungao as
t(t — 1)/2 cldusulas restantes, serd realizdvel sse nao for escolhida mais do que
uma aresta incidente em v. Assim, a conjuncgao desta expressao com a cldusula
Cy é realizdvel sse se escolher uma e uma sé aresta incidente em v. Note-se que
a construcio desta expressiao podera ser realizada em tempo O(t?), que é obvia-
mente menor ou igual do que O(|E|?). Portanto, procedendo de forma andloga
relativamente a cada um dos vértices de G e ligando as expressoes resultantes
pelo operador conjuncdo obtem-se, em tempo O(|V||E|?), uma ocorréncia de
REB que sera afirmativa sse o grafo G contiver um emparelhamento perfeito.
Pode-se pois concluir que decidir se uma dada expressao booleana é realizavel é
pelo menos tao ”dificil” quanto decidir da existéncia de emparelhamentos per-
feitos em grafos.

J4 o reciproco deste resultado parece nao ser vélido, i.e., Prgp * Pggp
(se P#£ NP). Dois problemas P, e P sao polinomialmente equivalentes se
P, «x Py e Py x P,. Neste caso diz-se que P, é tao "dificil” quanto P,.
A relagao o vai fragmentar NP em classes de problemas igualmente ”dificeis”.
Coloca-se assim a questao de saber se existe uma majoracao para o grau de
”dificuldade” de resolucao dos problemas em NP. Por outras palavras, definindo
NP-complete como sendo a classe dos problemas mais " dificeis” de NP, i.e., NP-
complete = {P, € NP : VP, € NP, Pp « Py}, serd que NP-complete # 0 7
A resposta pela afirmativa a esta questao foi dada por Cook [Co] ao estabelecer
que

teorema 3 O problema de decidir sobre a realizacao de expressoes boleanas na
forma conjuntiva normal é NP-complete.

O teorema 3 permite concluir que, se 7 é uma propriedade NP e Prgp (ou
qualquer outro problema NP-complete) < Py, entdo P, é também um problema
NP-complete. Assim, ao pretender provar que um dado problema P, associado
a uma propriedade NP é NP-complete, bastard seleccionar um problema NP-
complete ”adequado”, e mostrar que nao é mais ”dificil” do que P,. Procedendo
deste modo, tem-se hoje classificados de NP-complete varias centenas de proble-
mas relevantes de areas diversas como algebra, teoria dos ntimeros, légica, teoria
da representagao, bases de dados, programacao matematica e muitas outras. O
livro de Garey e Johnson [GJ] contem uma lista de cerca de 300 problemas co-
nhecidos que se sabe serem NP-complete. Esta lista de problemas continua a ser
regularmente ampliada na seccao The NP-Completeness Column: an Ongoing
Guide de D. S. Johnson, incluida em Journal of Algorithms.

Das demonstragoes que tém sido apresentadas para a inclusao de novos pro-
blemas na classe NP-complete, algumas sao razoavelmente simples:

exemplo 1 ([Ka]): Pgs; é o problema de decidir da existéncia de solugoes
inteiras de um sistema de desigualdades Az > b, em que A é uma matriz m X n
de elementos inteiros e b um vector com m componentes inteiras.



ESI é uma propriedade NP (ver por exemplo [PS]). Vai-se mostrar que
Prpp x Pgsy. Seja E = C; ACy A ... \NC,,, uma expressao booleana qualquer na
forma conjuntiva normal, em que Cj,7 = 1,...,m sao as m clausulas e A denota
o operador conjuncao. Para cada clausula C;, construa-se uma desigualdade
do tipo >, cujo membro esquerdo é obtido ao substituir em C; as disjung¢ées
pelo operador + e as varidveis x que ocorrem negadas por 1 — x, e coloque-se
o valor 1 no membro direito. Ap0s se ter assim procedido relativamente a cada
uma das m cldusulas, obtem-se um sistema de desigualdades lineares C'x > b,
que constitui uma ocorréncia de FST e que admite solugao 0-1 sse a expressao
for realizavel. Bastard pois incluir no sistema Cx > b, para cada uma das n
varidveis, as inequacoes x; > 0 e —x; > —1,j = 1,...,n, obrigando as solucoes
inteiras a serem 0-1. Obviamente a construgao deste sistema de desigualdades
pode ser obtido em tempo polinomial no tamanho da expressao dada. Pode-se
pois concluir que Pggr é NP-complete.

Outras demonstragoes sao mais complicadas:

exemplo 2 ([GCV]): Pgcc é o problema de decidir, dado um grafo G = (V, E)
e dois vértices v e u de G, da existéncia em G de um caminho elementar T
ligando v e u tal que o grafo G’ = (V, E — T) seja conexo.

E 6bvio que Pgce é problema NP. Como no exemplo anterior, mostra-se
aqui também que Prgp x Pgpcc. Seja entao E uma ocorréncia qualquer de
REB, constituida pelas m cldusulas C;,i = 1,....m, e X = {x1,29,...,2,} 0
conjunto das varidveis intervenientes. A partir de E vai-se construir um grafo
G = (V,E) com uma determinada estrutura. Veja-se o exemplo da figura 1,
onde se define o grafo correspondente a expressao booleana

E=(x1VZaVa3)A(x1 VT2 VT3)A(T1VT2),

em que o conjunto de varidveis é X = {x1,x2,z3}. Espera-se que o exemplo
seja suficientemente elucidativo para que da descricao que se segue fique clara
a forma de construir, para qualquer expressao dada E, o grafo correspondente.
O conjunto dos vértices de G vai incluir dois vértices que se designam por v e
u (que na figura sdo representados como sendo vértices do tipo o).

A cada clausula C;,i = 1,...,m associe-se o conjunto de vértices V(C;) (os
vértices o que aparecem no lado esquerdo da figura 1), definido do seguinte
modo: v; ;(j =1,...,n) € V(C;) sse a varidvel x; ocorre na clausula C;. Asso-
cie-se também a cada varidvel x;,j = 1,...,n um conjunto de pares de vértices
V(z;) (os vértices o no centro da figura 1). O par de vértices v}, v?,(i =

50 Vi
1,...,m) € V(z;) sse a varidvel x; figura na cldusula C;. Os vértices v}i e
;
v?; vao ser ambos adjacentes ao vértice v; ; € V(C;) e chamam-se V-vértices
)

se na cldusula C; a varidvel x; ocorrer negada. Caso contrario, chamam-se
F-vértices. (Na figura 1 os V-vértices aparecem do lado esquerdo de u e v, e
os F-vértices do lado direito). Disponham-se os conjuntos V(z;),j = 1,...,n
em série, como na figura 1, colocando um vértice extra entre cada dois desses
conjuntos. Complete-se agora, de acordo com a figura 1, as ligagdes entre os
vértices ja considerados (i.e., os vértices o da figura). Note-se que no grafo
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assim obtido, qualquer caminho elementar a ligar v e u atravessa cada um dos
conjuntos V'(x;) utilizando ou todos os V-vértices, ou entao todos os F-vértices.

Grafo correspondente a
(.’El V To \/£U3) VAN (Il V To \/53) A (Tl \/fg)

fig.1

Tem-se assim definida uma correspondéncia biunivoca entre as afectacoes de
valores verdade-falso sobre o conjunto de varidveis X e os caminhos elementares
que ligam os vértices v e u. Dada uma afectacao t : X — {V, F} de valores
verdade-falso sobre X, o caminho que lhe corresponde inclui os ¢(x;)-vértices de
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V(z;),7 = 1,...,n. Note-se que uma afectacdo de valores verdade-falso realiza
a expressao E sse o caminho que lhe corresponde nao inclui a totalidade dos
vértices de cada um dos conjuntos V(C;).

Vai completar-se agora a construgao do grafo G de forma a que, dado um
caminho T a ligar v e u, ao eliminar T' de G o grafo resultante se mantenha
conexo sse T for um desses caminhos. Para isso, bastard ampliar o grafo ja
construido com determinados vértices e arestas como decorre do exemplo da
figura 1, em que estes novos vértices sao representados por e. Com o grafo G
assim construido, os caminhos de v para u que quando eliminados deixam o
grafo desconexo, ou correspondem a afectagoes de valores verdade-falso sobre X
que nao realizam F, ou entao incluem pelo menos um dos vértices o. Portanto,
os caminhos que quando eliminados de G mantém o grafo conexo correspondem
as afectacoes que realizam a expressao. Note-se, finalmente, que a construgao do
grafo G pode ser realizada em tempo O(3°7_, N(z;)), em que N (z;) representa
o ntimero de ocorréncias em F da varidvel x;, e portanto polinomialmente no
tamanho de FE, podendo assim concluir-se que Pgcc é NP-complete.

H4 no entanto outras demonstragoes bem mais simples:

exemplo 3 (a demonstragdo original é de Cook [Co] e utiliza o problema de
decidir da existéncia de cliques com uma dada cardinalidade): Pgggr é o proble-
ma de decidir, dados dois grafos G e G’, se existe um subgrafo de G isomorfo a
G, i.e., idéntico & excepcao da designacao dos vértices. Obviamente que FSGI
é propriedade NP.

E facil mostrar, a partir do problema de decidir se um grafo é hamiltoniano
Pgp, que é sabido ser NP-complete [Ka|, que Pog x Pgrsgr. De facto, Pop
¢ o caso particular do problema Pgsgy quando se restringe G’ a ser um ciclo
hamiltoniano com tantos vértices quantos G. Consequentemente Pgrggr € pelo
menos tao "dificil” quanto Pgy e portanto também NP-complete.

De forma analoga se poderia provar que o problema do caixeiro viajante
(PCV) dado um grafo G = (V, E,¢), em que ¢ um vector de custos definido
sobre as arestas de G, determinar o ciclo hamiltoniano de custo minimo de G)
é pelo menos tao ”dificil” quanto Pgy, o problema de decidir se um grafo é
hamiltoniano. De facto, bastard dado um grafo qualquer G, construir um grafo
completo G’, com o mesmo conjunto de vértices do que G, e atribuir a cada
aresta deste novo grafo o custo 0 ou 1, consoante a aresta pertenca ou nao a G.
O grafo G é hamiltoniano sse a solugao do PCV respeitante a G’ for um ciclo
de custo 0.

Note-se no entanto que PCV nao é um problema de decidir sobre uma
propriedade. A resposta é um ciclo hamiltoniano e ndo um ”sim” ou "nao”. Por
outras palavras, PCV nao é um problema NP. Problemas como este, que sao
pelo menos tao ”dificeis” quanto os problemas NP-complete, independentemente
de serem ou nao problemas de decidir sobre propriedades, sao designados NP-
hard. Como o PCV, sao NP-hard muitos relevantes problemas de optimizacao
combinatoria, i.e., problemas em que cada ocorréncia é a representacao de um
conjunto S de objectos combinatorios, as solu¢des admissiveis, e de uma func¢ao
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de custo ¢ : S — IR e em que se pretende obter resposta a questao: qual a
solugdo s* que maxz ou min{c(s) : s € S} ? Ao ser-se confrontado com um
problema desta natureza, e atendendo a que se a conjectura P # N P for valida
nao existe forma polinomial de o resolver, torna-se pois importante estabelecer
formas "razoaveis” para obter respostas & questdo formulada pelo problema.
Por forma "razodvel” entenda-se um compromisso entre o tempo requerido para
a determinagao da resposta e qualidade da resposta obtida.

Suponha-se que para um problema NP-hard de optimizagao combinatoria
POC se dispoe de um algoritmo polinomial A que, para toda a ocorréncia
o (cuja a fungdo de custo ¢ é positiva), produz como resposta uma solugio
admissivel s4(0) que verifica a seguinte desigualdade:

[e(s.a(0)) —cls™ ()] _

c(s*(0)) B

em que s*(0) é a solugao pretendida.

O algoritmo A é pois uma forma ”razodvel” de resolver o problema e chama-
se algoritmo a-aprozimativo [PS] para o POC. O estabelecimento de algoritmos
a-aprozrimativos para problemas NP-hard de optimizagao combinatéria é impor-
tante, nao s6 do ponto de vista teérico, mas também pratico, sendo esses algori-
tmos tanto mais interessantes quanto menor as suas complexidades e os valores
de « correspondentes. No entanto, se P # NP, nem sempre existem algori-
tmos polinomiais a-aprozximativos para os problemas NP-hard de optimizagao
combinatéria. Sabe-se por exemplo que

teorema 4 ([SG]) Se P # NP, qualquer que seja a > 0, nao existe algoritmo
polinomial a-aproximativo para o problema do caixeiro viajante.

Este resultado é pois uma indicagdo de que, se P # N P, néo sera pelo estabele-
cimento de algoritmos a-aproximativos que se vira a obter uma forma ”razoavel”
de abordar o PC'V. No entanto, este resultado pessimista é invalidado quando
se restringe as ocorréncias do PCV a classe relevante de ocorréncias em que os
vectores de custo verificam a desigualdade triangular. Um vector nao negativo
de custos definido sobre as arestas de um grafo completo verifica a desigualdade
triangular se, para todo o par de vértices v, u, o caminho de custo minimo que
liga v e u for a aresta [v,u]. De facto, sendo vélida a desigualdade triangular
existem vdrios algoritmos polinomiais a-aprozimativos para o PCV (ver por
exemplo [RSL], [PS] e [JP2]). O algoritmo de Christofides [Ch2] é um exemplo
de algoritmo %—aprom’mativo de complexidade O(n?), sendo n é o nimero de
vértices do grafo, para o PCV restrito a vectores de custo que satisfazem a de-
sigualdade triangular. Assim, apesar de resultados pessimistas como o teorema
4 respeitantes a existéncia de algoritmos polinomiais a-aproximativos para pro-
blemas de optimizacao combinatdria, é por vezes possivel que, ao limitarem-se
as ocorréncias dos problemas a classes eventualmente relevantes, tais algoritmos
venham a existir.
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